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 Quantum Quest

Wir befinden uns im Jahre 2058 

Quantencomputer sind überall 

und wir begleiten Alice und Bob  

Wie immer: es gibt auch Bösewichte: 
The evil hacker Eve 



 Wdh.: 1.1 Probabilistische Bits
Wahrscheinlichkeiten bilden ein fundamentales Element der Quantentheorie, daher 

beschäftigen wir uns erst Mal damit - sobald wir Maestros der Wahrscheinlichkeiten 
sind, wird alles einfacher :-) 

Wahrscheinlichkeiten beschreiben wie häufig wir das Eintreten eines Ereignisses 
erwarten. Tritt ein Ereignis mit Sicherheit ein, dann ordnen wir diesem die 

Wahrscheinlichkeit 1 oder 100% zu 

Beim Wurf einer (fairen) Münze erwarten wir gleichhäufig Kopf oder Zahl 
Die Wahrscheinlichkeiten betragen dann Kopf: 0.5 bzw. 50%, Zahl 0.5 bzw. 50% 

Münzen könnten aber auch unfair (biased) sein

Wahrscheinlichkeit 
 für Zahl

Eselkopf
Eselschwanz 

Tail



 Wdh.: 1.1 Probabilistische Bits
Wir abstrahieren nun die Münze 

Kopf -> Wert 0 eines Bits - Wahrscheinlichkeit  
Zahl -> Wert 1 eines Bits - Wahrscheinlichkeit  

Beachte:  
• es gilt immer , ,   

• Bei einer fairen Münze haben wir  

• Es genügt  oder  zu kennen  

• Wahrscheinlichkeit kann als Vektor geschrieben werden  Dieser Vektor 

heisst Wahrscheinlichkeitsverteilung oder Zustand des probabilistischen Bits.                                                          
Vektornotation erlaubt graphische Darstellung und zeigt Parallelen zu Q-Bits auf


• Zustände mit  oder  nennen wir deterministisch              

 und   

p0
p1

p0,1 ≥ 0 p0 + p1 = 1 p0,1 ≤ 1

p0 =
1
2

= p1

p0 p1

(p0

p1)
p0 = 1 p1 = 1

[0] := (1
0) [1] := (0

1)

} Probabilistisches 
 Bit

Immer Kopf Immer Zahl



 Wdh.: 1.1 Probabilistische Bits
• Die beiden Zustände [0] und [1] bilden eine Basis aller möglichen 

Zustände, d.h. jede beliebige Zustand kann als Linearkombination 
dieser Basis dargestellt werden  

                   (p0

p1) = p0 (1
0) + p1 (0

1) = p0[0] + p1[1]

Im 2-dimensionalen

kann dieser Vektor

dargestellt werden



 Wdh.: 1.1.1 Multiplizieren von Wahrscheinlichkeiten
Betrachte jetzt 2 Münzen, die durch die beiden probabilistischen Bits  

  

  und   beschrieben werden 

Werden beide Münzen geworfen, dann gibt es die möglichen Ergebnisse 
00, 01, 10, 11 

Die Wahrscheinlichkeit für beide Male Kopf lautet:  
(es gilt: ,  )


Allgemeiner finden wir:  mit i,j, = 0,1 
1. Münze ergibt  und 2. Münze ergibt   

2 Ereignisse heissen unabhängig wenn das Eintreten eines Ereignisses 
Nichts über das andere Ereignis aussagt: Beispiel ist Münzwurf 

Wenn wir wissen wollen, ob zwei unabhängige Ereignisse gleichzeitig 
eingetreten sind, multiplizieren wir die Einzelwahrscheinlichkeiten 

a = (a0

a1) b = (b0

b1)

p00 = a0b0
p00 ≤ a0 p00 ≤ b0

pij = aibj

i j



 Wdh.: 1.1.1 Multiplizieren von Wahrscheinlichkeiten

1)          2) 00,10,20,30,40,50:          3) 00,01,02,…,09:  

4) 1. Ziffer 0 und 2. Ziffer 0:  

1
60

6
60

=
1

10
10
60

=
1
6

1
10

1
6

=
1
60



 Wdh.: 1.1.2 Addition von Wahrscheinlichkeiten
Betrachte wieder den Wurf von 2 Münzen. 

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide das gleiche Ergebnis zeigen? 
Kopf-kopf oder Zahl-Zahl 

pGleich = p00 + p11 = a0b0 + a1b1

00,11,22,33,44,55: p =
6

60
=

1
10

= 0.1



 Wdh.: 1.1.2 Addition von Wahrscheinlichkeiten

p01 + p10 =
2
3

1
4

+
1
3

3
4

=
5

12



 Wdh.: 1.1.3 Wahrscheinlichkeiten und Berechnungen
Welchen Nutzen hat ein probabilistisches Bit? Normales Bit mit definitiv 0 oder 1 besser?

Q1: Pythagoras:  
Seitenlänge  
d.h. 2 Ladestationen 

Q2: Nein 

Q3: Alice   

1. Weg mit Prob.  

L/R mit Prob.  

Eve: Zufällig 

1. Station mit Prob.  gut, 

wenn kaputt (Prob. ), dann 

ist 2. Station mit Prob.  gut 

= 3 ≈ 1.73

1
3

1
2

1
3
2
3

1
2

1
3

+
2
3

1
2

=
2
3

≈ 66 %



 Wdh.: 1.2 Operationen auf probabilistischen Bits
Kopf und Zahl vertauschen:

Wird als NOT-Operation bezeichnet:



 Wdh.: 1.2 Operationen auf probabilistischen Bits



 Wdh.: 1.2.1 Erweitern durch Linearität
Betrachten wir eine beliebige Operation  auf ein Bit 

 

 bezeichnet die Auswirkung von  auf das Bit 0 
 bezeichnet die Auswirkung von  auf das Bit 1 

Mit Wahrscheinlichkeit  ist das Bit im Zustand 0 und wir erhalten   
Mit Wahrscheinlichkeit  ist das Bit im Zustand 1 und wir erhalten  

Daher fordern wir    

M̂

(p0

p1) ↦ M̂ (p0

p1)
M̂[0] M̂
M̂[1] M̂

p0 M̂[0]
p1 M̂[1]

M̂ (p0

p1) = p0M̂[0] + p1M̂[1]

M̂ (p0

p1) = p0M̂[0] + p1M̂[1]



 Wdh.: 1.2.1 Erweitern durch Linearität

Wir können auch schreiben    

 

Mathematisch definiert dies  

eine lineare Abbildung  im Raum der 2-er Vektoren  

M̂ (p0

p1) = M̂ (p0[0] + p1[1]) = p0M̂[0] + p1M̂[1]

M̂ (p0

p1)



 Wdh.: 1.2.2 Zufällige Operationen
Im Falle der NOT Operation sind  und   

die deterministischen Zustände  und  

Im allgemeinen Fall sind  und   
probabilistische Bits -> dann nennen wir  eine zufällige Operation 

Beispiel: Bleistift auf Tisch 
:  Bleistift liegt flach auf dem Tisch 
:  Bleistift steht auf der Spitze 

Operation: Probabilistisches Reset : Schlagen auf den Tisch 
:  Bleistift bleibt flach liegen 
:  Bleistift fällt mit Wahrscheinlichkeit  um,  

        bleibt mit Wahrscheinlichkeit  stehen 
 hängt von der Stärke des Schlages ab

M̂[0] M̂[1]
[1] [0]

M̂[0] M̂[1]
M̂

[0]
[1]

R̂(r)
[0]
[1] r

1 − r
r



 Wdh.: 1.2.2 Zufällige Operationen
Mathematisch lautet 

.     

Durch die Forderung der Linearität finden wir die Wirkung   
auf ein allgemeines probablilistisches Bit: 

    


Betrachte die Sonderfälle  und r = 1

R̂(r)[0] = [0] = (1
0) R̂(r)[1] = r[0] + (1 − r)[1] = ( r

1 − r)

R̂(r)(p0

p1) = p0R̂(r)[0] + p1R̂(r)[1] = p0 (1
0) + p1 ( r

1 − r) = ( p0 + p1r
p1(1 − r))

r = 0



 Wdh.: 1.2.2 Zufällige Operationen
Weiteres Beispiel: probabilistischer Flip  

Mit Wahrscheinlichkeit  (Flip-Wahrscheinlichkeit) wird das input Bit geflippt,  
mit Wahrscheinlichkeit  passiert nichts 

.     

Anschaulich: Kissen auf Lichtschalter werfen - mit Wahrscheinlichkeit  getroffen 
und Licht geht an…. 

̂F( f )

f
1 − f

̂F( f )[0] = (1 − f )[0] + f [1] ̂F( f )[1] = f [0] + (1 − f )[1]

f

Matrix für probabilistischen Flip ̂F( f )(a
b) = ((1 − f )a + fb

(1 − f )b + fa)



 Wdh.: 1.2.2 Zufällige Operationen

 führt immer zur Gleichverteilung - so kann man einen fairen Münzwurf simulieren̂F ( 1
2 )

R̂(1 − f ) ̂NOT R̂ ( 1 − f
f )



 Wdh.: 1.2.2 Zufällige Operationen

5
15
10
15

→
4
15
11
15

̂F( f )
4

15
11
15

=
(1 − f ) 4

15 + f 11
15

(1 − f ) 11
15 + f 4

15

=
4 + 7f

15
11 − 7f

15

⇒ f =
1
7



 Wdh.: 1.3 Ein probabilistisches Bit messen
Wirft man die Münze und hält die Hand darüber, dann kennt man das Ergebnis nicht 

und bei einer fairen Münze würde man diese Situation mit folgendem Zustand 
beschreiben

Hebt man die Hand, so findest man ein definitives Ergebnis, z.B. “Kopf”, so ändert 
sich der Zustand zu

Das Handheben ist eine Messung 
Die Messung ändert den Zustand: legt man die Hand wieder über die Münze, dann 

bleibt der Zustand

Auch bei einer weiteren Messung bleibt der Zustand



 Wdh.: 1.3 Ein probabilistisches Bit messen

Die Messung eines probabilistischen Bits  liefert mit der Wahrscheinlichkeit 

 das Ergebnis  und mit der Wahrscheinlichkeit  das Ergebnis  
(p0

p1)
p0 [0] p1 [1]

Messung

• Nach der Messung bleibt das Bit dann im Zustand  oder   

• Die erste Messung ändert also im Allgemeinen den Zustand! 
• Die Messung liefert nicht die Werte  und   
•  hierzu muss man das System oft ( -mal) kopieren und dann an jedem der vielen 

Systeme die Messung machen und man erhält -mal das Ergebnis  und  

-mal das Ergebnis . Es gilt dann  und  

(1
0) (0

1)
p0 p1

N
N0 [0] N1

[1] p0 = lim
N→∞

N0

N
p1 = lim

N→∞

N1

N



 Wdh.: 1.3 Ein probabilistisches Bit messen



 Wdh.: 1.4 Der Quirky Simulator

Zurücksetzen
Änderung 

Rückgängig
Änderung 

wiederherstellen

Teilen mit anderen

Erstellt die Operation  
Man muss  eingeben

R̂(r)
r



 Wdh.: 1.4 Der Quirky Simulator

NotOperation

Zeigt 
Wahrscheinlich 

keiten an 

Rauf und runter ziehen



 Wdh.: 1.4 Der Quirky Simulator

Estelle  
Was kommt dabei raus?

R̂(1/2)

R̂(r)(p0

p1) = ( p0 + p1r
p1(1 − r)) R̂ ( 1

4 ) (0
1) =

1
4
3
4

R̂ ( 2
3 )

1
4
3
4

=
1
4 + 3

4
2
3

3
4

1
3

=
3
4
1
4



 Wdh.: 1.4 Der Quirky Simulator

Was macht die Mystery-Operation?

M[1] = 0.7[0] + 0.3[1]
M[0] = 0.2[0] + 0.8[1]

M [(a
b)] = (0.2a + 0.7b

0.8a + 0.3b) M
1
2
1
2

= (0.45
0.55)
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2.1 Quantenbits
Bit: Informationseinheit eines klassischen Computers 

Realisierung: physikalisches System mit 2 Zuständen, die man  
zuverlässig unterscheiden kann 

Beispiel: Münze  -> beschrieben durch Mechanik 
Kondensator  -> beschrieben durch Elektromagnetismus 

Für sehr kleine Objekte - atomare Skala - gelten Mechanik oder 
Elektromagnetismus nicht mehr, und wir benötigen neue Theorien: 

Quantenmechanik, Quantenelektrodynamik   

Hier gibt es auch Systeme mit zwei möglichen Zuständen, z.B. der Spin eines 
Elektrons - eine Art Eigendrehimpuls des Elektrons, der nach oben oder nach 

unten oder nach einer Kombination (Superposition) aus oben oder unten 
zeigen kann! 

[0], [1], ,….. 

Dieses QuantenBit - QuBit ähnelt einem probabilistischem Bit  
- es gibt aber auch Unterschiede 

Wir diskutieren hier nur was man damit machen kann, nicht: 
Was ist der Hintergrund (Quantenmechanik)? 

Wie baut man sowas?

1

2
[0] +

1

2
[1]
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Vergleiche das probabilistische Bit 

 

Die Wahrscheinlichkeiten  wurden durch die Amplituden  ersetzt 
Die Basiszustände  durch 

|0⟩ |1⟩

|ψ⟩

|ψ⟩ = ψ0 |0⟩ + ψ1 |1⟩

(p0

p1) = p0 (1
0) + p1 (0

1) = p0[0] + p1[1]

p0,1 ψ0,1
[0] , [1] |0⟩ , |1⟩
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Insbesondere gilt 

 und 

ψ0 = cos θ , ψ1 = sin θ
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sin θ )
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Weiterer Unterschied zum probabilistischen Bit: 

Das probabilistische Bits befindet sicher immer definitiv in einem der 
Zustände, das QuBit nicht! 

Das Ergebnis beim Münzwurf könnte prinzipiell vorhersagt werden, das 
Ergebnis bei der Messung eines QuBits kann prinzipiell nicht vorhergesagt 

werden - hier gibt es intrinsisch Zufall
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2.3 Qubits mit QUIRKY simulieren

• Draht (Einzellinie) entspricht nun einem QuBit mit Startzustand  

• Eine Messung wird mit                          bezeichnet. Nach der Messung gibt es eine 
Doppellinie (klassisches Bit).   

|0⟩
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oder 
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2.4.1 Rotationen

Beachte Rotation um 90 Grad ist keine Spiegelung 

      

         

NOT |0⟩ = |1⟩ Û ( π
2 ) |0⟩ = |1⟩

NOT |1⟩ = |0⟩ Û ( π
2 ) |1⟩ = − |0⟩
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2.4.2 Zusammensetzen von 
Quantenoperationen

Alle Operationen auf QuBits sind invertierbar und damit reversibel 

Bei probabilistischen Bits war das nicht der Fall -  

vergleiche: probabilistischer Flip: ̂F ( 1
2 )
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Bisher kennen wir 2 Spiegelungen:  und NOT̂Z

Man findet: die allgemeinste Spiegelung (Reflektion)  hat die Form: 
 

̂V(θ)
̂V(θ) = NOT Û(θ) = Û(−θ) NOT
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Eine sehr nützliche QuBit-Operation ist die Hadamard Transformation  
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Ĥ
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2.4.3 Spiegelungen
Eine sehr nützliche QuBit-Operation ist die Hadamard Transformation  

(Jacques Hadamard)  

   

Auf die Basiszustände ergibt dies 

 

Ĥ

Ĥ = ̂V ( π
4 ) = NOT Û ( π
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Spiegelung an der Achse  
θ =

π
8



2.5 Quantenzustände unterscheiden
Alice schaut einem Wettbewerb mit Eselrobotern zu: 
Notiz: 1 wenn Lieblingsroboter gewinnt, 0 wenn nicht  

Oder Kodierung dieser Information in QuBit 
QuBit in Zustand  wenn Lieblingsroboter gewinnt, sonst  

Sie wendet dazu entweder  oder  auf  an. 

Dann gibt Alice dieses QuBit an Bob 
Kann Bob nur anhand des QuBits raten, welchen Bitwert (0 oder 1) Alice kodiert hat?  
Wäre es besser, wenn Bob vorher eine Rotation/Spiegelung auf das QuBit anwenden 

kann? 

|ψ(θ1)⟩ |ψ(θ0)⟩
Û(θ0) Û(θ1) |0⟩



2.5 Quantenzustände unterscheiden

Û (−
π
4 ) | + ⟩ = |0⟩ Û (−

π
4 ) | − ⟩ = − |1⟩
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2.5.1 Mysteryoperation 2
Quantentomographie: 

Versuche Zustand durch Messungen  und Manipulationen zu bestimmen

ψ2
1 = 0.117 ψ2

2 = 0.883

Ergebnis:
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